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Justificação do trabalho:

• Desenvolver uma alternativa viável, 

baseada em integração numérica, às 

propostas existentes;

•Retomar programa desenvolvido em 1988 e 

nunca formalmente publicado;
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Dif. na distância de 272 m
ou 18 ppm;
No azimute 46’ 49”,33
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Dif. na distância de 0,063 m
ou 4,2x10-9;
No azimute 33”,6

...mas aumentando o nº de secções:

Dif. na distância de 0,028 m
ou 2,8x10-9;
No azimute 10”,6
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Formulação do Problema

Problema Directo
Dados: 
• Latitude e Longitude do ponto
 de partida;
• Azimute de partida;
• Distância a percorrer.

Obter:
•Latitude e Longitude do ponto
 de chegada;
• Azimute inverso.
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Formulação do Problema

Problema Inverso
Dados: 
• Latitude e Longitude dos pontos
 extremos A e B;

Obter:
• Azimute AB;
• Azimute BA;
• Distância AB.
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A Geodésica
(“Deux ou trois choses que je sais d’elle”)



  

Caldas da Rainha 2009.05.07

ΘυιχκΤιµε  ανδ α
BMP decompressor

are needed to see this picture.

ΘυιχκΤιµε  ανδ α
BMP decompressor

are needed to see this picture.

A Geodésica. Fórmulas Básicas.   1/3
 
Latitude Reduzida:

Fórmulas do procedimento de Bessel
1. Elemento linear da Geodésica:

2. Elemento de arco da Longitude:



  

Caldas da Rainha 2009.05.07

A Geodésica. Fórmulas Básicas. 2/3
 
3. Relação de dσ elemento linear sobre a esfera, com 
dβ e o azimute α:

dσ =  dβ/cosα

4. Relação entre β e α:

cosβsenα  =  cosβ0 

6. Elemento de arco da Longitude, no elipsóide, em
função de dβ:

* Fórmula deduzida em 1988. Aparece também em Hubert Schmidt, 1999.
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Integração Numérica por Quadraturas
de Gauss (Gauss-Legendre)
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 http://www.efunda.com/math/num_integration/num_int_gauss.cfm
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Integração Numérica: algoritmos

Problema Directo

1. Calcula a constante de Clairaut;
2. Calcula um primeiro valor aproximado para β2;
3. Verifica a existência de um (ou mais) Apex;
4. Ciclo em β contra a distância;
5. Valor final de β2;
6. Calcula Δλ;
7. Calcula o 
azimute inverso;

ELSE
LI=1.5D-3

END IF

DO WHILE (DIF.GT.LI)
S=0.D0
IF(BT1.LT.BT2)THEN
CALL SQG(A,E2,C2,BT1,BT2,S)
ELSE
CALL SQG(A,E2,C2,BT2,BT1,S)
END IF
PRINT*,'Distância BT1-BT2 =', S
DIF=S-D
D1=D1-DIF
BT2=DASIN(DSIN(BT1)*DCOS(D1/RA)+DCOS(BT1)*DSIN(D1/RA)*DCOS(AZR1))
DIF=DABS(DIF)
END DO
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Integração Numérica: algoritmos

Problema Inverso

1. Resolução do triângulo esférico A-Polo-B para
obtenção de um 1º valor para a distância e para
os azimutes ;
2. Calcula um primeiro valor aproximado
para a Constante de Clairaut;
3. Verifica a existência de um (ou mais)
Apex;
4. Ciclo na Constante de Clairaut
contra Δλ;
5. Valor final da Constante;
6. Calcula a distância;
7. Calcula os azimutes. 

DO WHILE (EDL(2).GT.T)

I=I+1

DO 98 J=1,2

DL0=0.D0
IF(S0.LT.S00)THEN
IF(BT1.LT.BT2)THEN
CALL SQGL(A,E2,C2,BT1,BT2,DL0)
ELSE
CALL SQGL(A,E2,C2,BT2,BT1,DL0)
END IF
ELSE 
DL01=0.D0
DL02=0.D0
IF(BT1.LT.BT0)THEN
CALL SQGL(A,E2,C2,BT1,BT0,DL01)
CALL SQGL(A,E2,C2,BT2,BT0,DL02)
DL0=DL01+DL02
ELSE IF(BT1.GT.BT0)THEN
CALL SQGL(A,E2,C2,BT0,BT1,DL01)
CALL SQGL(A,E2,C2,BT0,BT2,DL02)
DL0=DL01+DL02
END IF
END IF
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Integração Numérica: resultados
Casos sem Apex

A integração numérica dá resultados com incertezas muito
aceitáveis: inferiores ao cm na distância; inferiores a 0”,0001
nas coordenadas; inferiores a 0,”001 no azimute.

Exemplo (Jordan/Eggert/Kneissl, Band IV, pg. 1012):
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Integração Numérica: resultados
Casos com Apex
Nos casos que envolvem Apex os resultados da integração
numérica dependem do nº de seccões e do nº de pontos de
Interpolação da quadratura de Gauss-Legendre.
Exemplo: Lat. 45º N; Long. 0º; Azimute 45º; Dist. 5 000 km (GRS80)
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Dificuldades e soluções:
1. Melhorar o sistema iterativo;
2. Aumentar o nº de pontos de interpolação;
3. Trabalhar com precisão
Quádrupla;
4. Usar maior potência de cálculo.



  

Limitações e casos particulares
As soluções por expansão em séries não resolvem certos 
casos considerados antipodais
Um exemplo entre outros:
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Nem casos como o seguinte:



  

Limitações e casos particulares
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Conclusões

1. A integração numérica funciona sem qualquer 
problema nos casos que não apresentam Apex;

2. Nos casos com Apex é necessário empregar o maior 
número possível de pontos de interpolação e 
seccionar a geodésica num grande nº de intervalos;

3. É possível melhorar o sistema de convergência 
substancialmente;

4. A interpolação numérica pode resolver os casos 
especiais nas zonas de indecisão;

5. É fácil gerar sequências de pontos de passagem.
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Obrigado pela Vossa Atenção.
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